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I. WPROWADZENIE

W celu oceny sprawnosci dziatania podmiotu gospodarczego bada sig¢ jego
produktywnos¢. Jesli podmiot przetwarza jeden naktad w jeden wynik, to produk-
tywnos$¢ oblicza si¢ jako iloraz rzeczywistego poziomu wyniku do rzeczywistego
poziomu naktadu. Im wigcej produktu przypada na jednostke naktadu, tym wigk-
sza jest produktywnos¢ podmiotu. W przypadku produkeji wielu produktow za po-
moca wielu naktadéw produktywnos¢ podmiotu wyznacza si¢ jako iloraz wazonej
sumy wynikéw do wazonej sumy naktadéw. Gdy wagami sa odpowiednio rynko-
we ceny wynikow i naktadow, wtedy produktywnos¢ jest ilorazem uzyskiwanego
przez podmiot przychodu (wartosci wynikéw) do ponoszonego kosztu (wartosci
nakladow). W praktyce najczesciej stosuje si¢ definicje produktywnosci, ktora
nie zaktada znajomosci rynkowych cen wynikow i naktadoéw. Jednak, wykorzy-
stane do agregacji wynikéw i naktadow wagi, zwane cenami dualnymi, musza by¢
nieujemne oraz mie¢ takie wartosci, by produktywnos¢ danego podmiotu nie byta
wigksza od jednosci.

Uzyskang przez dany podmiot relacj¢ wynikéw do naktadéw mozna zesta-
wiac¢ z produktywnoscig innych podmiotéw. Porownanie produktywnosci pod-
miotu z maksymalng mozliwa do osiagnigcia w danych warunkach technicznych
produktywnoscia, czyli produktywnoscig podmiotu wzorcowego, pozwala okre-
sli¢ poziom jego technicznej efektywnosci.

W analizie produktywnosci podmiotu gospodarczego interesujaca kwestia
jest porownywanie jej zmian w czasie. Do badania zmian produktywnosci naj-
czesciej wykorzystuje si¢ indeksy Tornqvista, Fishera oraz Malmquista. Jesli zna-
ne sa ceny rynkowe naktadow i wynikow, wtedy stosuje si¢ indeksy Torqvista
i Fishera. Z kolei indeks produktywno$ci Malmquista znajduje zastosowanie, gdy
ceny rynkowe naktadéw i wynikéw nie sa wymagane. W zwiagzku z tym jest czes-
ciej uzywany w praktyce.
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Dla celéow analitycznych istotne jest nie tylko poréwnanie osiaganej przez
dany podmiot relacji wynikéw do naktadow w réznych okresach, ale takze analiza
czynnikow, ktére wywotaty zmiang jego produktywnosci. By ustali¢ przyczyny
zmian produktywnos$ci w czasie, stosuje si¢ rozne dekompozycje indeksu produk-
tywnosci Malmquista.

Celem niniejszego artykutu jest analiza porownawcza stosowanych w litera-
turze przedmiotu rozktadéw indeksu Malmquista. Dekompozycje indeksu prze-
prowadza si¢, wykorzystujac metod¢ granicznej analizy danych.

II. GRANICZNA ANALIZA DANYCH

Graniczna analiza danych (Data Envelopment Analysis — DEA) jest jed-
na z najczesciej stosowanych nieparametrycznych metod pomiaru efektywnosci
technicznej. Jej podstawy po raz pierwszy zaprezentowali A. Charnes, W.W. Coo-
periE. Rhodes w 1978 roku!. Intensywny rozwdj DEA nastapit w drugiej potowie
lat 90. XX wieku.

Metoda umozliwia zbadanie efektywnosci technicznej w grupie podmiotow,
ktére za pomoca wielu naktadow uzyskuja wiele wynikdw. Na podstawie danych
empirycznych wyodrebnia si¢ podmioty najbardziej produktywne. Podmioty te
wyznaczaja krawedz zbioru mozliwosci produkcyjnych (krzywa efektywnosci).
Jednostki znajdujace si¢ poza ta krzywa sa technicznie nieefektywne. W celu wy-
znaczenia efektywnosci danego podmiotu rozwiazuje si¢ odpowiednie zadanie
programowania liniowego.

Na wartos¢ technicznej efektywnosci ma wptyw rodzaj korzysci skali i orien-
tacji modelu. Ze wzgledu na korzysci skali wyrdznia si¢ modele DEA o stalych
i zmiennych korzysciach skali. Kryterium korzysci skali ma wptyw na sposob
wyznaczania krzywej efektywnosci. W modelu DEA o statych korzysciach skali
krzywa efektywnosci dla podmiotow, ktore wytwarzaja jeden wynik za pomoca
jednego naktadu, jest linig prosta o nachyleniu rownym produktywnosci podmio-
tu wzorcowego. Z kolei w modelu DEA o zmiennych korzysciach skali, krzywa
efektywnosci jest krzywa wypukla, ktorej wierzchotki tworza jednostki o najwyz-
szych produktywnosciach.

Model DEA moze by¢ modelem niezorientowanym lub zorientowanym, przy
czym kryterium orientacji formutuje si¢ w odniesieniu do naktadow lub wyni-
kéw. W modelach zorientowanych warto$¢ wyniku efektywnosci pokazuje zmiane
w naktadach lub wynikach, ktéra powoduje, ze dany podmiot staje si¢ efektywny.
Efektywnos$¢ techniczna zorientowana na wyniki danego podmiotu jest ilorazem
jego produktywnosci do produktywnosci podmiotu, ktdry osiaga maksymalny wy-
nik z danego naktadu. Z kolei, efektywnos¢ techniczna zorientowana na naktady

I A. Charnes, W.W. Cooper, E.L. Rhodes, Measuring the efficiency of decision making units,
European Journal of Operational Research” 1978, nr 2, s. 429-444.
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jest ilorazem produktywnosci danego podmiotu do produktywnosci podmiotu,
ktory osiaga dany wynik za pomoca minimalnego naktadu?.

Miary technicznej efektywnosci uzyskane w modelach DEA o stalych i zmien-
nych korzys$ciach skali wykorzystuje si¢ do wieloczynnikowego rozktadu indeksu
produktywnosci Malmquista.

I1I. SPOSOBY ROZKELADU INDEKSU PRODUKTYWNOSCI MALMQUISTA

Indeks produktywnosci Malmquista stluzy do poréwnania osiaganej przez
dany podmiot relacji wynikow do naktadéw w dwodch réznych okresach. Jesli
podmiot za pomoca naktadu x otrzymuje wynik y, to indeks ten jest obliczany
wedlug wzoru:

yt-ﬁ-l/wt-l-l

yt/xt

M = (H

gdzie: y'/x! — produktywno$¢ podmiotu w chwili ¢, y**1/x*1 — produktyw-
nos¢ podmiotu w chwili 7+ 1. Indeks (1) mierzy zmiang produktywnosci w okresie
tit+1. Produktywnos$¢ jednostki zmniejsza sig, jesli M <1, nie zmienia sig, gdy
M=1, oraz poprawia si¢, gdy M>1.

W celu identyfikacji czynnikow majacych wplyw na zmiang produktywnosci
danego podmiotu w czasie, indeks Malmquista (1) zapisuje si¢ w jezyku miar
technicznej efektywnosci wyznaczonych w modelu granicznej analizy danych.

W modelu DEA o statych korzysciach skali indeks (1) ma postac:

IV 9t ottt t+1 92+1(wt+17yt+1)’ @)
gt .%'t 9£+1 (CCt,yt)

gdzie: 6! (x’, y’) — techniczna efektywnos$¢ podmiotu w okresie 7, 07 (x'*1, y'*1)
— techniczna efektywnos$¢ podmiotu dla danych z okresu 7+1 i technologii
w okresie 7, 1! (x?, ') — techniczna efektywnos$¢ podmiotu dla danych z okre-
sut i technologii w okresie 7+1, 017! (x'*1, y!*1) — techniczna efektywnos¢
podmiotu w okresie 7+ 1.

Poszczegolne miary technicznej efektywnosci otrzymuje sig, rozwiazujac za-
danie dualne w modelu DEA o statych korzysciach skali zorientowanym na wyniki
lub naktady. Sposob wyznaczenia poszczegdlnych miar technicznej efektywnosci
w przypadku » podmiotow gospodarczych wykorzystujacych m takich samych
naktadéw (w réznych ilosciach) w celu otrzymania s takich samych wynikow
(o roznych poziomach) przedstawiono w tabeli 1.

2 A. Cwiakata-Matys, W. Nowak, Nieparametryczne i parametryczne metody pomiaru efek-
tywnosci, ,,Prace Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu” 2009, nr 61, s. 197-210;
eaedem, Sposoby klasyfikacji modeli DEA, ,,Badania Operacyjne i Decyzje” 2009, nr 3, s. 5-18.
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Tabela 1. Zadanie dualne w modelu DEA o statych korzysciach skali

Orientacja na wyniki

Orientacja na naktady

0L (xt,yt)=max6

przy ograniczeniach:

0 (zt,y*)=mind
przy ograniczeniach:

Jél Yr\i2Yro/0; g£:1 i A <0z},
Z xt Aj szov ]é:l yﬁj)\ijﬁo,
A; 20, r=12,.5, i=12,..m A; >0, r=12,.s5, i=12,..m
0t (zt 1yt 1) =max0 0t (zt+1 ytt1)=ming
przy ograniczeniach: przy ograniczeniach:
_anl Y >ylit/e, Z zhi j<0xtdt
j=
S et sel Stz
A;j >0, r=12..s, i=12,..m A >0, r=1.2,.,s, i=12,..,m
92+1($t,yt):maxe 95+1(sct,yt):min0
przy ograniczeniach: przy ograniczeniach:
ng yt“)\-ZyﬁO/H, 72 mt+1)\ <6z,
Xi: xt-H)‘ Sxm, ];1 yﬁj'_lAjzyio’

A;j >0, r=12..s, i=12,..m A >0, r=1.2,..s, i=12,..,m
QLT (2t +1 i+ 1) =maxd oL (@t yt+ 1) =ming
przy ograniczeniach: przy ograniczeniach:

Syt >yt o, Z et <outft,

j=1
]é:l xz+1/\] SIZH» Z yt+1>\ > %17
A >0, r=1.2,..s, i=12,..,m A; >0, r=1.2,.s i=1.2,..m

Zrodto: opracowanie wiasne.

Zmienna decyzyjna 4; jest waga dla j-tej jednostki. Indeks 0 stosuje si¢ dla
oznaczenia jednostki, dla k'[OI'Q] sa prowadzone obliczenia’.

Ze wzgledu na to, ze istnieja dwa podstawowe rodzaje miar efektywnosci,
wyroznia si¢ indeks Malmquista zorientowany na wyniki i indeks zoriento-
wany na naktady. W pierwszym podejsciu roznice w produktywnosci traktuje
si¢ jako roznice w poziomie maksymalnego produktu dla danych pozioméw
naktadéw. Natomiast w drugim réznice w produktywnosci wynikaja z réznic

n
3 Zadanie dualne wzbogacone o warunek Z A;=1 pozwala wyznaczy¢ miary technicznej

efektywnosci w modelu DEA o zmiennych korzysmach skali.
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w minimalnych naktadach potrzebnych do wyprodukowania danego poziomu
naktadu®.

Miary technicznej efektywnosci oraz indeks produktywnosci Malmquista
mozna przedstawi¢ graficznie. W tym celu wykorzystuje sie ryc. 1.

y
2
| E
.
;’ ******************* . / E
o | TS ()
C i
> JS S
a - ,,_},,,, %
| |
bl L] ; /C b
at **Bri/ i A=(x1,y1)
o e
B P A=)
| .
0 e fg h ¢ ¢ / noox

Ryec. 1. Konstrukcja indeksu produktywnosci Malmquista zorientowanego na naktady i na wyniki
dla podmiotu 4 w modelu DEA o statych i zmiennych korzysciach skali
Zr6dto: opracowanie whasne.

Na ryc. 1 zaznaczono poziom naktadu i wyniku hipotetycznego podmiotu A4
w okresie 71 ¢+ 1. Ponadto zaznaczono granice efektywnosci w obu okresach wy-
znaczone w modelu DEA przy zatozeniu statych i zmiennych korzysci skali.

Geometryczna interpretacja poszczegolnych miar technicznej efektywnosci
zorientowanej na wyniki i naktady zostata ukazana za pomoca wzordéw zebranych
w tabeli 2.

Tabela 2. Efektywnos$¢ techniczna i efektywnos¢ skali w modelu DEA

Efektywnos¢ techniczna
Model DEA — stale korzysci skali Model DEA — zmienne korzysci skali
Orientacja Orientacja Orientacja | Orientacja
na wyniki na naktady na wyniki | na naktady
0 (z,y") y'/b f/at 0 (z"y") y'/a h/xzt
e‘t:(xt+1’yt+1) ytJrl/b/ f//act'H elt} (a:t+1,yt+1) yt+1/a/ h/ /xt-ﬁ-l
92+1(xt7yt+1) yt/d e/xt 95-&-1 (xt’yt) yt/c g/mt
9£+1(xt+1’yt+1) yt+1/d/ e//mtJrl 95+1(33t+17yt+1) yt'H/c/ g//wt'H

4 A. Cwiakata-Matys, W. Nowak, Wybrane metody pomiaru efektywnosci podmiotu gospodar-
czego, Wroctaw 2009.
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cd. tabeli 2
Efektywnos¢ techniczna
Model DEA — state korzysci skali Model DEA — zmienne korzysci skali
Orientacja Orientacja Orientacja | Orientacja
na wyniki na naktady na wyniki | na naktady
O (=" yt) yt /v
0 @y | yt/d
Efektywnos¢ skali
zorientowana na wyniki zorientowana na naktady
gt ; t’ t
SE'(a' )=ty a/b f/h
Ot :ct+1, t4+1 /Ai /! /
SEt(Z’tH,y”l):W a /b f/h
gttt b
S (at )= G /d e/g
tH1 b1t
t41 (bl b1y e (T ") ' 1y
SE™ (x' Ty )79fj+1(xt+1,yt+1) c/d e /g

Zrédto: opracowanie wiasne.

W tabeli 2 umieszczono takze wzory pozwalajace zinterpretowac efektyw-
nos¢ techniczng zorientowana na wyniki i naktady w modelu DEA o zmiennych
korzysciach skali oraz efektywnos¢ skali’. Wielkosci te sa wykorzystywane w ko-
lejnych rozktadach indeksu Malmquista.

Indeks produktywnosci (2) mozna zapisa¢ jako iloczyn réznych czynnikdw.
Najprostszy dwuczynnikowy rozktad indeksu produktywnosci Malmquista, za-
proponowany przez Fire’a et al.®, ma nastepujaca postac:

M =TE,-TP., (3)

gdzie TE, mierzy zmiang efektywnosci technicznej jednostki migdzy okresami
tit+1, a TP, okresla postep techniczny (technologiczny). Wzory opisujace TE,
1 TP, zawarto w tabeli 3.

Graficznie TE, interpretuje si¢ jako przesunigcie jednostki w kierunku grani-
cy mozliwosci produkcyjnych wyznaczonej przez jednostke wzorcowa. Z kolei

5 Efektywnos¢ skali definiuje si¢ jako iloraz miary efektywnosci technicznej wyznaczonej
w modelu DEA o statych korzysciach skali do miary efektywnosci technicznej obliczonej dla modelu
zaktadajacego zmienne korzysci skali.

6 R. Fére et al., Productivity developments in Swedish hospitals: A Malmquist output index
approach, [w:] Data Envelopment Analysis: Theory, Methodology and Applications, red. A. Charnes
et al., Boston 1994.
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TP, oznacza przesunigcie empirycznej funkcji produkcji migdzy okresami 1 7+1
w modelu DEA o statych korzysciach skali.

Rozklad (3) umozliwia analiz¢ wplywu zmiany technicznej efektywnosci oraz
zmiany technologii na zmiang¢ produktywnosci danej jednostki. Inaczej mowiac,
przyczyng zmiany produktywnosci moze by¢ zmiana sposobu wykorzystania po-
siadanych przez jednostke srodkéw w ramach dostepnej technologii i/lub zmiana
mozliwosci produkcyjnych (technologii).

Trojczynnikowy rozktad indeksu produktywnosci Malmquista wykorzystuja-
cy miary technicznej efektywnosci w modelu DEA o zmiennych korzysciach skali
zaproponowali Ray i Desli’. Rozktad ten jest nastepujacy:

M =TE, TP, SE, 4)

przy czym TE , TP i SE sa takie jak w tabeli 3.

TE, mierzy zmian¢ w czasie technicznej efektywnosci zorientowanej na na-
ktady, przy zatozeniu zmiennych korzysci skali — przesunigcie jednostki w kie-
runku granicy mozliwosci produkeyjnych wyznaczonej przez najefektywniejsze
jednostki w badanej grupie, T'P, mierzy przesunig¢cie empirycznej funkcji produk-
cji miedzy okresami # i #+1 w modelu DEA o zmiennych korzysciach skali, SE
mierzy zmiang efektywnosci skali.

Odmienny rozktad na trzy czynniki przedstawili Fire e al.3. Autorzy zde-
komponowali indeks produktywnosci w nastgpujacy sposob:

M =TE,-TP.-SE*, )

gdzie TE jest taki, jak w (4), TP, jak w (3). Wzor opisujacy SE" zawiera tabe-
la 3. Czynnik SE” mierzy zmiane efektywnosci skali miedzy okresami 71 7+ 1.

W rozktadzie (5) produktywnos$¢ jednostki zalezy od jej potozenia wzglgdem
krzywej efektywnosci utworzonej przez najlepsze jednostki oraz zmiany produk-
tywnosci jednostki wzorcowej. Rozktad ten skrytykowali migdzy innymi Ray
i Desli®.

Kolejny rozktad, ktory zostal zaproponowany w pracy Gilberta i Wilsona!?,
ma postac:

M =TE,-TP,-SE*-SB, (6)

gdzie TE,, TP, sa takie jak we wzorze (4), SE" jak w rozktadzie (5). Czynnik
SE, zdefiniowany w tabeli 3, interpretuje si¢ jako obcigzenie skali spowodowane
zmiang techniczng (scale bias of technical change). SB jest $rednig geometrycz-

7 S.C. Ray, E. Desli, Productivity growth, technical progress, and efficiency change in indus-
trialized countries: Comment, ,,American Economic Review” 1997, 87 (5), s. 1033-1039.

8 R. Fére et al., Productivity growth, technical progress, and efficiency change in industrial-
ized countries, ,,American Economic Review” 1994, 84 (1), s. 66-83.

9 S.C. Ray, E. Desli, op. cit.

10 R.A. Gilbert, P.W. Wilson, Effects of deregulation on the productivity of Korean banks,
Journal of Economics and Business” 1998, nr 50 (2), s. 133—155.
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na ilorazu efektywnosci skali jednostki (x'*1, y*1) oraz jednostki (x/, y*) wzgle-
dem technologii w okresach 7 i 7+ 1. Jesli efektywnosci skali jednostek (x7, y7)
i(x*1, 1) wzgledem dwoch technologii roznia sie, to zmiana techniczna jest ob-
cigzona wzgledem korzysci skali.

Bardziej rozbudowang wersj¢ rozktadu indeksu produktywnosci Malmquista
opracowat Lovell'!. Autor zdekomponowat postep techniczny 7P, w rozktadzie
Raya i Desli na trzy czynniki. W ten sposob otrzymat pigcioczynnikowy rozktad
indeksu Malmquista. Dekompozycja Lovella dla indeksu zorientowanego na wy-
niki ma postac

M =TE, TP, -TPS -TP% . SE, (7)

gdzie TE, i SE'sa takie jak we wzorze (4), natomiast wzory opisujace TP,
i TP zestawiono w tabeli 3.

Czynnik TP, jest ilorazem wyniku, ktory uzyskuje jednostka efektywna,
dysponujaca naktadem na poziomie x’, gdy technologia jest taka jak w okresie
t+1, do wyniku uzyskanego przez jednostke efektywna dysponujaca naktadem
na tym samym poziomie, w przypadku technologii z okresu 7. Wyznaczajac TP, |,
zaklada sig, ze granica efektywnosci jest obliczona w modelu DEA o zmiennych
korzysciach skali. TP, mierzy zmiang techniczng jednostki dysponujacej nakta-
dem x’, gdy granica efektywnosci jest wyznaczona przez najbardziej produktywne
jednostki.

Czynnik TPY, okresla obciazenie wyniku spowodowane zmiang techniczng
(output bias of technical change). Wielko$¢ ta jest pierwiastkiem z ilorazu zmia-
ny technicznej jednostki dysponujacej naktadem x'*! obliczonej w modelu DEA
o zmiennych korzys$ciach skali do zmiany technicznej tej jednostki wyznaczonej
w modelu DEA o stalych korzys$ciach skali. TP, interpretuje si¢ takze jako pier-
wiastek z ilorazu efektywnosci skali wyniku jednostki, ktéra dysponuje naktadem
x'*1, obliczonej dla technologii w czasie +1 do efektywnosci skali wyniku tej
jednostki w przypadku technologii z okresu .

Czynnik TPY wyznacza si¢ jako pierwiastek z ilorazu zmiany technicznej
jednostki dysponujacej naktadem x'*! obliczonej w modelu DEA o statych ko-
rzysciach skali do zmiany technicznej jednostki wykorzystujacej naktad x’ w mo-
delu DEA o zmiennych korzy$ciach skali. Wedlug Lovella TP, okresla obcia-
zenie naktadu spowodowane zmiana techniczna (input bias of technical change).
Jednakze wydaje si¢, ze w przypadku tego czynnika trudno podaé jednoznaczng
interpretacj¢ ekonomiczna ze wzgledu na to, ze zestawia si¢ zmiany techniczne
obliczone przy réznych zatozeniach dotyczacych poziomu naktadu i korzysci
skali.

TPY

11 C.A K. Lovell, The decomposition of Malmquist productivity indexes, ,,Journal of Produc-
tivity Analysis” 2003, nr 20, s. 437-458.

Przeglad Prawa i Administracji 85, 2011
© for this edition by CNS



DEKOMPOZYCJA INDEKSU PRODUKTY WNOSCI MALMQUISTA W MODELU DEA

281

Tabela 3. Czynniki rozktadéw indeksu produktywnosci Malmquista

. , Orientacja Orientacja
Oznaczenie Wzor .J . J
na wyniki na naktady
/
. o1 (gt 1y St 4 ¢ Jattl
¢ 0L (= yt) yt/b f/at
TP 0L (ztH1,yttl) . 0% (zt,yt) i’g f’i
¢ OLTT (w1 ytF1) LTI (at yt) b P e
7
TE, AR I i) yitl/e g /att!
0% (at,yt) yt/a h/zt
TP gfgmt+17yt+l) ) gggztﬁyt) é.E hl_ﬁ
I
v ot (@t yt 1) oft(at yt) o @ g 9
SE SEAGUTLY T SPEHLT | [0 Ond g
SEf (atyt) SEHL(at,yt) d ey oa g e
! !
SE* SEt+1(‘L't+lvyt+1) c b e h
SE(zt,y?) Ja AN
SB SEt(wt-!—lyyt-kl) ) SEt(wt,yt) i,é.i.& i iLl g
SELTT (241 yt+1) SEHFI(at yt) gy WRTT e
tot t
0y (x"y") c h
TP, I < B
vt ohT (@t yt) a 9
TPY oh (il yttl)  of @ttt yt) d)d
v2 ol T @t yt+l)  6f (ot 1yt J
1
TPO ‘91)+ (ztryt), 95(1t+lvyt> i c
v3 0L (at yt) oIt T 4t+1 yt) o | a

Zrédto: opracowanie wlasne.

‘ Indeks produktywnosci Malmquista ‘

Fareiin.

TE,

Ray i Desli

Fareiin.

Lovell

Ryc. 2. Zwiazki migdzy réznymi rozktadami indeksu Malmquista

Zroédto: opracowanie wiasne.
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Zwiazki zachodzace migdzy rozwazanymi rozktadami indeksu produktywno-
$ci Malmquista zaprezentowano na ryc. 2.

Zaproponowane w literaturze przedmiotu rozktady indeksu produktywnosci
Malmquista sg ze soba powiazane. Z dwuczynnikowego rozkladu Fire’a er al.!?
otrzymuje si¢ rozktad trojczynnikowy!3, w wyniku dalszej dekompozycji jednego
z czynnikow. Rozklady Gilberta i Wilsona!# czy Lovella!> sa modyfikacjami troj-
czynnikowego rozktadu Raya i Desli'®.

Poréwnanie poszczegolnych rozktadow indeksu Malmquista dla danej jed-
nostki zaprezentowano w przyktadzie 1.

Przykrap 1

Rozwaza si¢ cztery jednostki decyzyjne A—D, ktdre za pomoca jednego na-
ktadu wytwarzaja jeden produkt. Dane dotyczace naktadow i wynikéw w okresie
t oraz t+1 (jednostki A'-D") zawiera tabela 4.

Tabela 4. Poziomy naktadu i wyniku oraz produktywnos¢ jednostek A—D oraz A-D’'

A B C D A’ B’ c’ D’
X 3.8 3 4,5 8 5,5 2 3 6
y 2,5 2 4,5 6,5 6 3 6 8
vix 0,658 0,6(6) 1 0,813 1,09 1,5 2 1,33

Zrédto: opracowanie wiasne.

Sposrod badanych jednostek najbardziej produktywna, zarowno w czasie
t,jak 1 t+1, jest C. Jednostka ta wyznacza granicg mozliwosci produkcyjnych
w obu okresach w modelu DEA o statych korzysciach skali. Sposéb wyznaczenia
granic efektywnosci w okresie 71 ¢+ 1, przy zatozeniu statych i zmiennych korzy-
$ci skali, pokazano na ryc. 3.

W przyktadzie oblicza si¢ indeks Malmquista dla jednostki 4 oraz bada si¢
rozne czynniki, ktdre maja wptyw na zmiang produktywnosci tej jednostki.

Ze wzoru (1) wynika, Zze indeks produktywnosci Malmquista dla jednostki
A wynosi M=1,658182. Jednostka ta zwigkszyta swojq produktywnos¢ miedzy
okresami 71 7+ 1. Na ten wzrost wptyngly rozne czynniki. W tabeli 5 zestawiono
rozktady indeksu Malmquista zorientowanego na wyniki i naktady.

N

R. Fére et al., Productivity developments...
R. Fére et al., Productivity growth...

4 R.A. Gilbert, P.W. Wilson, op. cit.

15 C.AK. Lovell, op. cit.

6 S.C. Ray, E. Desli, op. cit.

w
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Ryc. 3. Konstrukcja indeksu Malmquista zorientowanego na wyniki i na naktady dla jednostki A

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 5. Rozktady indeksu Malmquista zorientowanego na wyniki i naktady

Rozklad Fire’a et al.'’: M=TE_ - TP,
Orientacja na wyniki Orientacja na naktady
TE, TP, TE, TP,
0,829091 2 0,829091 2
Rozklad Raya i Desli: M=TE - TP - SE
Orientacja na wyniki Orientacja na naktady
TE, TP, SE TE, TP, SE
1,043478 1,721338 0,923172 0,628099 1,979583 1,333614
Rozklad Fire’a et al.': M=TE - TP - SE”
Orientacja na wyniki Orientacja na naktady
TE, TP, SE* TE, TP, SE*
1,043478 2 0,794545 0,628099 2 1,32
Rozklad Gilberta i Wilsona: M=TE - TP, - SE" - SB
Orientacja na wyniki Orientacja na naktady
TE, TP, SE* SB TE, TP, SE* SB
1,043478 | 1,721338 | 0,794545 | 1,161887 | 0,628099 | 1,979583 | 1,32 1,010314
Rozklad Lovella — orientacja na wyniki: M=TE - TP - TPY - TPY, - SE
TE, TP, TPY, TPS SE
1,043478 1,96 1 0,878234 0,923172

Zrédto: opracowanie wiasne.

17 R. Fire et al., Productivity developments...
18 R. Fére et al., Productivity growth...
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Wedtug rozktadu Fire’a ef al.'® na zmiang produktywnosci jednostki 4 wpty-
wa przede wszystkim zmiana technologii. W zwiazku z tym, ze dekompozycje¢
przeprowadza si¢ w modelu DEA o statych korzys$ciach skali, orientacja indeksu
Malmquista nie wplywa na jego rozktad.

Wedtug dekompozycji Raya i Desli gldéwna przyczyna zmian produktywnosci
jednostki 4 sg zmiany technologiczne, przy czym zmiana technologii ma wigkszy
wptyw na produktywnos¢ jednostki w przypadku orientacji na naktady niz wyni-
ki. Znaczenie pozostatych czynnikdéw zalezy od orientacji indeksu. Na przyktad,
wptyw zmiany technicznej efektywnosci zorientowanej na wyniki na zmiang pro-
duktywnosci jednostki jest wigkszy niz zmiany technicznej efektywnosci zorien-
towanej na naktady. Produktywnos$¢ jednostki 4 zmienia si¢ w mniejszym stopniu
pod wptywem zmian efektywnosci skali wynikéw niz naktadow.

Podobny wniosek wynika z rozktadu Fire’a et al.?0. Wedtug rozktadu Gilberta
1 Wilsona zmiana efektywnosci skali wynikow jest rezultatem gtéwnie obciazenia
skali spowodowanego zmiana technicznag.

Z rozktadu Lovella wynika, ze na zmiang technologii wplywa przede wszyst-
kim zmiana techniczna jednostki dysponujacej naktadem z okresu .

IV. PODSUMOWANIE

W literaturze przedmiotu istniejg rozne rozktady indeksu produktywnosci
Malmquista. Inaczej mowiac, wyodrgbniono wiele czynnikow, ktoére maja wptyw
na zmiang produktywnosci danej jednostki. Poszczegdlne dekompozycje indeksu
Malmquista sg ze soba powiazane. Jako bazowe wyroznia si¢ rozktady Fére’a
et al.?! oraz Raya i Desli, natomiast pozostate stanowia rezultat dalszego ich roz-
ktadu.

Zaprezentowane dekompozycje nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci roz-
ktadu indeksu Malmquista. Niemniej jednak kolejne rozktady, chociaz mozliwe
z technicznego punktu wiedzenia, stwarzaja problemy interpretacyjne.

Sposréd analizowanych rozktadéw najwigksza wartos¢ aplikacyjna ma roz-
ktad Raya i Desli.

19 R. Fire et al., Productivity developments...
20 R, Fdre et al., Productivity growth...
21 R. Fire et al., Productivity developments...
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